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利率期限结构的样条估计模型及其实证研究 
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摘 要：以B样条为基点，综合研究利率期限结构的样条估计模型，对多种样条模型进行理论推导和参数估 

计求解，并在此基础上做出实证比较分析。通过比较分析各个模型在利率曲线估计、债券定价和收益率估计 

等方面的实证结果，可以发现较少节点的三次样条模型是最为理想的。 

关键词：利率期限结构；零息票利率曲线；远期利率曲线；样条估计 

中图分类号 ：F823 文献标识码：A 

零息票利率曲线和远期利率曲线是利率期限结构的 

曲线表示形式。它们是金融行业中最为基本和重要的工 

具，在金融行业中的应用非常广泛，包括衡量和洞察市场 

预期以支持执行货币政策；检验利率期限结构理论；证券 

定价；识别证券的理论价值与市场价值的偏离，等等。然 

而，零息票利率和远期利率是无法从市场中直接观察到 

的，因为在绝大多数的债券市场中，只有期限不超过一年 

的短期债券才表现出纯贴现债券价格。所以，必须从可观 

察到的长期息票债券价格和短期零息票债券价格中估计 

出隐含的利率期限结构。 

传统的直接推导方法是利息剥离法，然而它要求收集 

一 组具有相同的息票到期 日并且相互之间不存在线性关 

系的债券，而这是相当困难的。因此，大量的间接推导方法 

应运而生，样条法就是其中非常重要和广为应用的一类方 

法。它们都具有这样一个共同特点：需要根据提前决定的 

零息票利率曲线形式来调整有关数据。 

样条估计法的主要原理是将整个期限坐标划分为若 

干子区间，对每个子区间分别进行利率期限结构的估计． 

同时必须对期限子区间的划分施加一些限制条件．以确保 

得到连续平滑的利率期限结构。 

McCulloch是将样条方法应用于利率期限结构估计 

的开拓者，他于 1971年提出了二次样条法(quadratic 

spline)，将贴现函数假设为一个二次多项式|1 ；1975年提 

出了三次样条法(cubic spline)。将贴现函数假设为一个三 

次多项式|2]。后者已经成为标准的收益率曲线估计方法。 

Bliss，Waggoner，Bolder和 Gusba的研究均发现 ，无论是 

样本内还是样本外，三次样条法都很稳定，并且对债券的 

定价也很精确[a-s]。 

进 一 步，Fisher等 人 提 出 了平 滑 三次 样 条法 

(Smoothing cubic spline)，它与 McCulloch三次样条法的 

关键不同是，在最小化的目标函数中添加了一个粗糙修 

正项(roughness penalty)，该修正项可以控制曲线平滑程 

度与拟合程度之间的此消彼长。这样，通过调整粗糙修正 

项可以减少样条的波动，从而使三次样条的形状变得更 

为平滑。他们使用了广义交叉验证法(Generalized Cross 

Validation)来确定对修正项的调整[6]。 

国内方面，谢赤和钟赞采用插值法对德国和法国的零 

息票收益率曲线进行了研究[7]，然而这实际上是一种传统 

直接推导方法，因此在应用上存在局限性和主观性。杨春 

鹏和曹兴华采用回归插补法和三次样条插值法对到期收 

益率曲线进行了估计【8]，但是到期收益率曲线由于息票的 

影响无法正确反映利率期限结构．并且该方法实际上也是 
一 种传统直接推导方法。 

本文将从 B样条这一角度出发，综合多种模型，对利 

率期限结构的样条估计方法进行深入理论研究，并做出实 

证比较分析。 

1 利率期限结构的基本理论 

利率期限结构估计模型的研究对象并不单一，根据不 

同的研究目的需要，可以选择贴现函数、零息票利率或者 
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瞬时远期利率。然而，事实上这些不同对象具有内在一致 

性，因此有必要弄清楚它们之间的关系。 

假设当前时刻为 t，定义 丁时刻到期的单位纯贴现债 

券价格为d(t，丁)，其代表了贴现函数；z(t，丁)为t到丁时 

刻的零息票利率；f(t，丁)为 t时刻观察到的丁时刻瞬时 

远期利率。那么贴现函数、零息票利率以及瞬时远期利率 

的关系可表述为 

d(t，丁)一 e-‘ 一 ‘ ’ ’ 

／ f'T I 

2(f，丁)一expI—l f(t，u)du l (1) 
、 Jf ， 

f(t，丁)一20，丁)+ (丁一 t)z (f，T) 

了解贴现函数、零息票利率和瞬时远期利率三者的关 

系式将有助于运用不同的模型对利率期限结构进行估计。 

2 利率期限结构的样条估计方法 

尽管 MeCulloeh所做出的三次样条估计是开创性的 

和卓越的，但由于其所选取的基函数形式，在估计过程中， 

回归矩阵的列向量很可能存在完全共线性问题，因而导致 

估计的不精确 。Steely提出使用B样条作为基函数，由 

于B样条的特性，有效提高了估计的精确性[9]。因此，本文 

将运用 B样条为基函数来研究三次样条模型、平滑样条的 

三类模型。 

2．1 B样条方法 

本文所要运用的B样条其本身也是一个三次多项式 

所构成的三次样条。其特点在于它只在4个相邻的子区间 

内取正值，在其余的区间取值为 0。所以，当定义一个 B样 

条序列，其中每个B样条分别定义于各自的 4个相邻子区 

间内，那么整个区间上的任意一个子区间内都只会有 4根 

非零B样条通过。更为重要的是，这样的B样条是构成三 

次样条空间的基函数，任何一个三次样条都可以由B样条 

序列的线性组合来表示；同时，由于 B样条的定义域非常 

狭窄，它们的线性组合计算也比较简便和稳定。 

首先，任意定义一个区间[口，6]，该区间被{k ，k：，⋯， 

)这 m个结点分割成m一1个子区间，k =口，km一6．该 

方法的原理就在于，运用定义在这 m个结点上的一组 B 

样条的线性组合来拟合[n，6]上的曲线。一般来说，一个 

次多项式所构成的 B样条被称为 +1阶B样条。由于本 

文所研究的 MeCulloeh三次样条模型和平滑样条模型均 

是采用三次样条，因此需要运用 4阶B样条作为基函数。 

用B )表示 阶B样条序列中的第i个B样条，它的定 

义式是一个递归式 

且 =若  )+ ⋯ ) 
其中 

r0’ ∈ (一 。。’ ·) 

B1．1(z)= 1， z∈ [ 。，k。+1) 

【0， ∈[ ，。o) 

对于本研究所关注的B 由上述两式可以直接计算 

出它在任意点 z∈[ ，，k ]的值。并且从中可以看出 4阶 

B样条的特点：对任意 且，它只在[ k一]这 4个子区间 

内取值非零；而在任意[岛，ki+ ]中，只有 且一。，B ，且一 ， 

且 这 4根样条取值非零。值得注意的是，当对结点序列 

{k ，k ，⋯，k )共 m个结点构建基函数时，需要{B一：，B一 ， 

⋯
， 一  )共m+2个 B样条，而定义这 m+2个样条需要 

{k一 ，k一 一，k + )共 Ⅳ+6个结点组成的序列——称为 

扩展的结点序列。 

现在就得到了在结点序列{k ，k：，⋯， )下，由4阶 

样条线性组合而成的三次样条函数 
卅 一 l 

S(x)： 81B (z) (2) 
f一 一 1 

其中， 为待估系数 

2．2 三次样条模型 

定义：P =第 个债券的价格；Cij：第i个债券的第J 

笔现金流；rij=第i个债券的第J笔现金流的贴现时间长 

度；m 一第 i个债券未偿还的现金流笔数；Ⅳ一所观察的 

债券数目。显然，第 i个债券价格即是各期现金流的贴现 

之和 ： 

P。：∑qd(rl )一c ( ) 
J； 1 

其中 

fl一 [cn ⋯ ] 

3(rA=[d(rl1) ⋯ d( ．)] 

现在运用式(2)所示的B样条基函数线性组合成的三 

次样条来拟合债券价格。 

定义扩展的结点序列{d ， =1，⋯， +6：0=d 一d ： 

d3：s1<s2<⋯<dH‘：以+5=dk+6一 ：T)。由 K=k+2 

根 B样条构成的三次样条 (f)在 t∈[o，T3的值为 (f)一 

[B (f)， ⋯ Bx(f)lee ⋯ 。将 s(f)直接拟合利 

率期限结构中的贴现函数，也就是令d(f)=S(f)，所得到 

的第 个债券的理论价格为 
卅
l 

卅
J 

( )一∑cod(r,j)=∑coS@o)一f『否( ) 
J= 1 J— l 

rBz( ) ⋯ ( )1 

其ee，秀(t)=l ⋯ ⋯ ⋯ I=[雷 ( ) ⋯ 
-( )⋯ BK( )J 

( )]， 一[ 。 ⋯ ] ． 

令P一[P ⋯ P ] ， =[c 雷( )⋯ c 百(r )] ， 

运用最小二乘估计方法，通过最小化理论价格与实际价格 

的偏差这一目标函数： 

min(P — XS) W (P — XS) (3) 

从而得到系数 的估计值为 

= ( WX)一 I P 
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2．3 平滑样条模型 

在三次样条估计模型中，随着结点数目增加，样条的 

对观测数据的拟合程度也随之增大。然而，精确的拟合并 

非唯一的研究 目的，整个样条也需要具有一定程度的平 

滑。通过降低结点数目能够增加样条的平滑度，却同时又 

会导致了拟合度的明显下降。通过在最小化目标函数(3) 

上添加一个粗糙修正项，这一问题可以得到一定的解决。 

该粗糙修正项定义为g( )兰 l( (z)) dz，可以看出， 

(z)越平滑，g( )就越接近零。所以，该函数的最小化可 

以实现平滑度的最优。 

(1)平滑样条贴现模型 

与三次样条模型相同，将 (f)直接拟合利率期限结构 

中的贴现函数。不同的是，其最小化目标函数增加了粗糙 

修正项，为 

rain(P — X ) W (P — X )+ Jlg( ) (4) 

通过控制系数 的大小，可以决定拟合与平滑之间的孰轻 

孰重。 

进而运用线性最d~---．乘法，求得参数估计为 

0 一 (XrWX + ) D)一 ，W P 

(2)平滑样条零息票利率模型 

除了用S(f)拟合贴现函数之外，还可以灵活选择将 

S(￡)拟合利率期限结构的其他部分。这里，选择用S(￡)来 

拟合零息票利率 2(f)的函数。令 (f)一f2(f)，结合式(1)， 

债券的理论价格则为 
m

● 

m

1 

( )一∑q ( )一∑coexp(--B(rij)0) 

一c7exp(一B(rf) ) 

参数 的估计仍然需要通过最小化式(4)来求得，然 

而在本模型中这是一个非线性最优化问题，运用非线性最 

优化问题求解方法，例如一阶泰勒级数近似法，可以得到 

收敛解。 

(3)平滑样条远期利率模型 

最后，选择用Js(f)拟合瞬时远期利率 厂(f)。令Js(f)： 

厂(f)，结合式(1)，债券理论价格为 
i i f 、 

cijd(％) exp(一J )Od J(5) |=1 |=1 、 。 

定义 cc =[ B-c“ d ⋯ B c du]= B c d“， 
则式(5)可简化为 

户。( )=∑c。exp(-- ( ) )一cyexp(--芦( ) ) 

其中 

f r B。(洲 l J 
0 

( )一j ⋯ 

l frimI 刚 U 
0 

同样，可以运用一阶泰勒级数近似方法获得参数估计。 

3利率期限结构样条模型的实证研究 

结合前文对各模型参数估计的讨论，本文将对上述多 

种利率期限结构样条模型进行实证比较分析。 

对模型进行实证 比较之前，必须明确模型的评价标 

准。所有上述模型都不可避免地面临这样一个矛盾；对现 

实数据的拟合精确度与相应零息票利率曲线的平滑度之 

间总是此消彼涨。准确的拟合固然非常重要，然而所估计 

曲线的适当平滑也必不可少。过分追求拟合度将使得利率 

水平在不同的期限之间发生剧烈摇摆，而这是不符合现实 

情况和经济原理的；过分追求平滑度则会导致模型无法对 

债券进行精确定价。如何确定这两个评价标准之间的相对 

权重呢?这取决于研究的应用目的。如果需要对债券进行 

定价，那么模型的拟合能力将更为重要，即便如此也需要 

适度平滑，因为样本内估计过度精确很容易导致样本外估 

计失败；如果需要利用利率期限结构获得某时点市场对利 

率水平的总期望，那么应该选择相对平滑的曲线，但同样 

也不能放弃精确度，否则将可能错失隐含在债券价格中的 

重要经济信息。 

因此，本文将从两个方面对模型进行实证考察：实证 

之一主要考察模型的准确性；实证之二主要考察模型的稳 

定性。实证所用数据为美国 1995年 3月 2O日235种国库 

券的相关资料及交易价格，运用 Matlab和Mathemaica软 

件编程进行计算。 

3．1 考察模型准确性的实证研究 

该实证研究的具体方法为：在同一样本数据下分别对 

各个模型进行估计，通过比较分析利率曲线图和统计指 

标，获得关于各个模型拟合能力及曲线构建能力的结论。 

实证结果见图 1至图 5及表 1。图中，实线部分为估计的 

零息票利率曲线，虚线部分为估计的远期利率曲线，横轴 

表示期限长度，纵轴表示利率水平。平滑样条估计过程中， 

参数 的确定采用了Fisher等所提出的广义交叉验证 

法 。 

l。 

营 。 
一 1。 

一 20 

I 
I 

⋯ 一  ! ‘‘‘上二 ：‘。二 

一 1f『| 、、√ 

0 5 1O 15 2O 25 3O 
e _s 

图 l 三次样条模型(较多节点数 目) 
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图 2 三次样条模型(较少节点数 B) 
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图 4 平滑样条零息票利率模型 

， ， ' _-一 ． 

一 ，

， ’ · 二，一 —， 一 ＼  

． 

。 

0 5 10 15 20 25 30 0 

yeaEa 

图 3 平滑样条贴现模型 
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图 5 平滑样条远期利率模型 

表 1 利率期限结构祥条模型估计误差统计 

＼  

、＼  模 型 三次样条模型 三次样条模型 平滑样条 平滑样条零息 平滑样条远 

指 标 、＼  (较多节点) (较少节点) 贴现模型 票利率模型 期利率模型 
＼  

价格误差平均绝对值 Q： 0．1337 0．139l 0．1269 0．1348 

收益率误差平均绝对值( ) ： 4．8493 9．0990 6．8777 8．4859 

注：实下划线数据表示同一指标中的最小值，虚下划线数据表示同一指标中的最大值。 

3．2 考察模型稳定性的实证研究 样本，剔除另一只债券并重复前述估计过程，直至所有债 

该实证研究是采用截面验证方法：从样本中剔除一只 券均被剔除过，这样就可以得到一组样本外债券的价格估 

债券后估计出模型在该样本下的参数，运用所估参数计算 计数据，由估计误差统计指标可以了解各个模型在样本变 

被剔除债券的理论价格及其估计误差，然后将该债券放回 化下的稳定性如何。实证结果见表 2 

表 2 利率期限结构祥条模型样本外估计误差统计 

＼  
＼  模 型 三次样条模型 三次样条模型 平滑样条 平滑样条零息 平滑样条远 

指 标 、＼  (较多节点) (较少节点) 贴现模型 票利率模型 期利率模型 
＼ ＼  

价格估计误差平均绝对值 1．6691 ： 1．6768 1．6709 1．6711 

收益率估计误差平均绝对值( ) 1．2500 ： 1．2652 1，2612 1．2579 

注：实下划线数据表示同一指标中的最小值，虚下划线数据表示同一指标中的最大值。 

3．3 实证结果分析 渐上扬至大约7．6 ，然后渐渐下滑至大约7．2％ 

(1)各个模型所估计零息票利率曲线形状相差不大。 

图 1至图 5的零息票利率曲线都大致始于 6 左右，并逐 

(2)各个模型所估计的远期利率曲线形状有所区别。 

根据图 1．三次样条模型在节点较多条件下，所估计的远 

8  5  7 S  6  S  S  

7  6  S  

∞譬  口 

8  S  7  S  6  S  S  

7 6  S  
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期利率曲线出现了剧烈波动，特别是在期限坐标的近端， 

而且远期利率曲线末端还出现巨幅下滑，使得整个利率曲 

线图形压缩变小。根据图 2至图 5，其余模型所估计的远 

期利率曲线波动则相对小得多，但形状也各 自有所区别， 

然而这些区别只是集中于 3～13年这一区域的几个波动 

存在大小不同，其中平滑样条零息票利率模型的波动相对 

突出，各模型的远期利率曲线的总体趋势则基本相同。 

(3)各个模型的估计精度与远期利率曲线摆动程度大 

致成正比。多节点三次样条与平滑样条零息票利率模型在 

估计误差上表现相对较好，然而它们所估计的远期利率曲 

线摆动也都相对较大。特别是多节点的三次样条，无论在 

价格估计误差平均值还是收益率估计误差平均值上均是 

模型中最小的，表明其估计精度最优，然而该模型所估计 

的远期利率曲线图却存在剧烈摆动，这表明该模型过度追 

求准确性，导致了利率曲线的不合理摆动。其中，少节点三 

次样条模型似乎处于较理想的折中状况。 

(4)各个模型的稳定性表现相差不大。表 2中各模型 

在样本外的估计误差水平相近，少节点三次样条相对最 

优。比较表 1和表 2，可以发现模型对样本内的价格估计 

普遍优于样本外，然而对样本内的收益率估计却普遍劣于 
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样本外，这可能是因为实证中的样本内参数估计是以最小 

化价格估计误差为目标函数，从而以收益率估计误差增加 

为代价，而样本内的价格拟合度追求导致了模型在样本外 

表现出相反的估计能力。 

(5)综合各个模型在曲线估计、价格和收益率的样本 

内、外估计等方面的表现，较少节点的三次样条模型应该 

是最佳选择。 

4 结论 

通过对利率期限结构的三次样条多节点模型、三次样 

条少节点模型、平滑样条贴现模型、平滑样条零息票利率 

模型、平滑样条远期利率模型的理论推导和实证比较分 

析，可以发现不同模型在利率曲线估计、样本内、外的债券 

定价和收益率估计方面表现有所不同。所以，应当根据利 

率期限结构模型的应用 目的来确定该选择哪一个模型。综 

合来看，较少节点的三次样条模型应该是最佳选择。 

值得注意的是，各个模型所估计的远期利率曲线形状 

有较大区别，因此，当需要利用远期利率曲线进行经济分 

析时，应当慎重选择估计模型、或者寻求其它模型作为纠 
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Estimating the Term Structure of Interest Rates with Spl ine-based Model s 

WU Dan，XIE Chi 

(College of Business Administration，Hunan University，Changsha 410082，China) 

Abstract：Using the B—spline basis，this paper presents a comprehensive research on the spline—based estimation models of 

the term structure of interest rates．Theoretical derivation and parameters’estimation are given，based on which an empirical 

comparison is made furthermore．By comparing and analysing the empirical results of all models on yield curve estimation， 

bonds pricing and yield estimation，it can be found that the cubic spline model with fewer knots is the best． 

Key words：Term Structure of Interest Rates；Zero—coupon Rate Curve；Forward Rate Curve；Spline Estimation 
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